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Kluczowe elementy wykładu Agenda 

WPROWADZENIE 
Cel i zakres wykładu.  

PROBLEM PLECAKOWY - ZAŁADUNEK 
Istota. Sformułowanie matematyczne.  

Rozwiązanie. Analiza rozwiązania 

PODSUMOWANIE 
Resume. Dyskusja 



Optymalizacja w transporcie 

Piotr Sawicki | PP | WIT | ZST 2 

3 

à Cel 
•  na czym polega problem plecakowy?  

•  budowa modelu matematycznego – różne 
sformułowania 

•  rozwiązanie problemu z zastosowaniem 
Solver-a 

•  zakres zastosowania 

Cel i zakres wykładu Wprowadzenie 

Grafika: www.dreamstime.com 
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à 3 moduły tematyczne  
(grupy problemów) 
•  M0: wprowadzenie 

•  M1: dobór i wykorzystanie zasobów 

•  M2: lokalizacja obiektów i ustalanie 
zasięgu ich działania 

•  M3: ustalanie tras 

•  M4: podsumowanie 

Ramowy program zajęć Wprowadzenie 

! M0: wprowadzenie 
·  organizacja zajęć, kluczowe 

pojęcia 

 

! M1: dobór i wykorzystanie 
zasobów 
·  budowa portfela produktowego 

(programowanie liniowe) 

·  ustalanie kompozycji floty 
(programowanie całkowitoliczbowe) 

·  załadunek – problem plecakowy 
(programowania całkowitoliczbowe) 

·  harmonogramowanie pracy 
(programowanie binarne) 

·  warsztat podsumowujący M1  
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à  Istota problemu plecakowego - KP 
(ang. knapsack problem) 
•  polega na wyborze zestawu 

przedmiotów do załadunku w określonej 
przestrzeni 
–  ograniczenie stanowi dopuszczalna objętość 

lub waga załadunku 
–  plecak symbolizuje określoną przestrzeń do 

załadunku 

Definicja problemu Problem plecakowy 
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à  Istota problemu plecakowego - KP 
•  rozwiązanie problemu polega na  

–  optymalizacji załadunku z uwagi na ustalone 
kryterium (wagę, wartość, objętość, 
użyteczność, …) 

–  przy nieprzekroczeniu pojemności / 
ładowności „plecaka”  

Definicja problemu Problem plecakowy 
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à  Istota problemu plecakowego - KP 
(ang. knapsack problem) 
•  w praktyce spotykane są różne odmiany 

KP 
–  ograniczenie wagi 

–  ograniczenie wagi i objętości 

–  kolejność załadunku 

–  … 

•  Istnieje wiele sformułowań KP  
–  model binarny 

–  model całkowitoliczbowy 

–  model mieszany 

Definicja problemu Problem plecakowy 
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Definicja problemu Problem plecakowy 

à Praktyczne zastosowanie problemu 
plecakowego – KP 
•  opracowanie planu załadunku palet EUR 

•  pakowanie zakupów (sprzedaż 
wysyłkowa) 

•  załadunek paczek na pojazd kurierski 
(kolejność) 

•  załadunek kontenerów na statek 
(wyważenie) 

•  … 

•  zakup i przewóz mebli do domu 

•  pakowanie plecaka od szkoły  
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à Analiza przykładowego problemu 
•  przebieg: 4-etapowy proces 

rozwiązywania problemu decyzyjnego 

Definicja problemu Problem plecakowy 

Identyfikacja problemu 
decyzyjnego 

Budowa modelu  
matematycznego problemu 

A: Dobór metody rozwiązania. 
B: Rozwiązanie problemu 

A: Interpretacja rozwiązania 
B: Analiza wrażliwości 

E1 

E2 

E3 

E4 

Etapy procesu rozwiązywania  
problemu decyzyjnego 
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E1: Identyfikacja problemu decyzyjnego Problem plecakowy 

Identyfikacja problemu 
decyzyjnego 

Budowa modelu  
matematycznego problemu 

Dobór metody rozwiązania. 
Rozwiązanie problemu 

Interpretacja rozwiązania 
Analiza wrażliwości 

E1 

E2 

E3 

E4 

Etapy procesu rozwiązywania  
problemu decyzyjnego 

 
Piotr Sawicki / Optymalizacja w transporcie 

Politechnika Poznańska / Wydział Maszyn Roboczych i Transportu 
 
 
 

   1 

Problem załadunku 
 
 
 
 

Firma prowadząca sprzedaż inter-
netową produktów wielobranżowych na 
swój koszt realizuje dostawy do nabyw-
ców na terenie kraju, o ile łączna wartość 
zakupu przekroczy kwotę 300 zł. Reali-
zacja dostawy powierzana jest firmie 
kurierskiej, z którą wypracowany został 
stały cennik świadczenia usług. 

Każdy z pakowanych elementów 
można scharakteryzować pod względem:  
– wagi brutto [kg], 
– objętości [m3], 
– ceny zakupu [zł]. 
Charakterystyka poszczególnych pro-
duktów została przedstawiona w tab. 1.  

Firma wysyłkowa analizując możli-
wość dostarczenia zakupionych towarów 
bierze pod uwagę: 
– ekonomiczną przesyłkę kurierską 

(EPK), 
– bezpieczną przesyłkę kurierską 

(BPK).  
Cena przesyłki kurierskiej w ogól-

ności wynika z jej wagi, lecz przede 
wszystkim z gwarancji dostawy bez 
uszkodzenia (dotyczy przypadku BPK).  

Dla przykładowego miejsca docelo-
wego cennik BPK przedstawia się nastę-

pująco:  
– 19,20 zł (od 0,1 do 5,0 kg),  
– 24,30 zł (od 5,01 do 10,0 kg),  
– 32,00 zł (od 10,01 do 15,0 kg), 
– 42,00 (od 15,01 do 20,0 kg),  
natomiast w EPK: 
– 6,00 zł (od 0,1 do 1,5 kg), 
– 7,50 zł (od 1,6 do 3,0 kg), 
– 8,20 zł (od 3,1 do 4,5 kg), 
– 10,00 zł (od 4,6 do 6,0 kg), 
– 12,90 zł (od 6,1 do 7,5 kg), 
– 14,30 zł (od 7,6 do 9,0 kg), 
– 16,50 zł (od 9,1 do 10,5 kg), itd. 
Należy również pamiętać, że z uwagi na 
obowiązujące przepisy bhp, maksymalny 
ciężar przesyłki nie może przekroczyć 20 
kg. 

Przygotuj rekomendację sposobu 
wysyłki produktów tak, aby zagwarant-
ować minimalizację ryzyka jej uszkodze-
nia w trakcie realizacji dostawy. Ryzyko 
to związane jest z potencjalnym uszko-
dzeniem przesyłki podczas transportu, a 
co z tym związane poniesieniem przez 
firmę wysyłkową straty, zarówno z tytu-
łu kosztu zwrotu przesyłki, jak i uszko-
dzonej zawartości przesyłki. 

 
Tab. 1.  Charakterystyka produktów w sprzedaży wysyłkowej 

Lp. Nazwa produktu Liczba produktów  
[szt.] 

Cena sprzedaży 
[zł] 

Waga brutto 
[kg] 

Objętość 
[m3] 

1 A 1 35 6,0 0,03 
2 B 1 70 2,0 0,02 
3 C 1 35 4,0 0,05 
4 D 1 90 5,0 0,03 
5 E 1 120 8,0 0,04 

 
Analizę należy przeprowadzić dla 3 

przypadków: 
– przypadek 1: uwzględnić wyłącznie 

wagę wysyłanych produktów, 
– przypadek 2: uwzględnić zarówno 

wagę, jak i objętości produktów, 

à Analiza przypadku 
•  zobacz treść przypadku:  

„Problem załadunku…” 
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à Analiza przypadku 
•  3 przypadki do rozważenia (ograniczenia) 

–  p1: uwzględnić wyłącznie wagę wysyłanych 
produktów 

–  p2: uwzględnić zarówno wagę, jak i objętość 
produktów  

–  p3: uwzględnić wagę oraz objętości produktów, 
a także zróżnicowaną liczbę każdego produktu, 
przy czym za opłacalne przyjmuje się wysłanie 
maksymalnie 3 paczek  

E1: Identyfikacja problemu decyzyjnego Problem plecakowy 

Identyfikacja problemu 
decyzyjnego 

Budowa modelu  
matematycznego problemu 

Dobór metody rozwiązania. 
Rozwiązanie problemu 

Interpretacja rozwiązania 
Analiza wrażliwości 

E1 

E2 

E3 

E4 

Etapy procesu rozwiązywania  
problemu decyzyjnego 
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à Przypadek p1  
•  problem sformułowany w postaci 

zadania programowania binarnego 
–  zmienna decyzyjna 

–  funkcja celu 

E2: Budowa modelu matematycznego Problem plecakowy 

   
Z = max pjx j

j=1

n

∑
⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟

   
x j =

1 jezeli j -ty produkt jest w plecaku
0 w przeciwnym przypadku

⎧
⎨
⎪⎪⎪

⎩
⎪⎪⎪

. 

gdzie:!
xj – zmienna decyzyjna 

(binarna)  
pj  – jednostkowa wartość 

j-tego produktu  
(j = 1, 2, ..., n) 
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à Przypadek p1  
•  problem sformułowany w postaci 

zadania programowania binarnego 
–  ograniczenia 

(1): masa produktów umieszczonych w 
kartonie nie przekracza wartości 
dopuszczalnej 
 
 
 
(2): decyzja o umieszczeniu produktu w 
kartonie określa wartość binarna 

E2: Budowa modelu matematycznego Problem plecakowy 

gdzie:!
xj  – zmienna decyzyjna 

(binarna)  
wj – waga j-tego produk-

tu (j = 1, 2, ..., n) 
W – dopuszczalna masa 

produktów w kartonie 

   
wjx j

j=1

n

∑ ≤W

   x j = 1∪ 0
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à Przypadek p1  
•  problem sformułowany w postaci 

zadania programowania binarnego 
–  funkcja celu 

–  ograniczenia 

E2: Budowa modelu matematycznego Problem plecakowy 

. 

gdzie:!
xj – zmienna decyzyjna 

(binarna)  
pj  – jednostkowa wartość 

j-tego produktu  
(j = 1, 2, ..., n) 

wj – waga j-tego produk-
tu (j = 1, 2, ..., n) 

W – dopuszczalna 
ładowność kartonu 

   
Z = max pjx j

j=1

n

∑
⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟

   
wjx j

j=1

n

∑ ≤W

   x j = 1∪ 0
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à Przypadek p2 
•  Budowa modelu optymalizacyjnego  

w oparciu o rozważania dla p1 – 
wprowadź dodatkowe ograniczenie 

à Przypadek p3 
•  Sformułowanie w postaci 

programowania binarnego jest mniej 
zasadne niż w p1 i p2 
–  zmienna decyzyjna nie tylko ma określać 

przydział/odrzucenie przydziału 
pojedynczego produktu do kartonu   

E2: Budowa modelu matematycznego Problem plecakowy 
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à Rozwiązanie problemu dla p1-p3  
z wykorzystaniem solver-a 
•  wykorzystanie silnika programowania 

liniowego (LP simplex) 

E3: Rozwiązanie problemu Problem plecakowy 
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à Ocena wyniku uzyskanego dla  
p1-p3 
•  wnioskowanie co do zasadności 

stosowania programowania binarnego 
lub całkowitoliczbowego  

E4: Interpretacja rozwiązania Problem plecakowy 
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